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Relációk Legyen →⊆ S × S reláció S felett.

a → b -t ı́runk (a, b) ∈→ helyett.

→+ a → tranzit́ıv lezártja,

→∗ a → reflex́ıv, tranzit́ıv lezártja,

↔∗ a → reflex́ıv, szimmetrikus, tranzit́ıv lezártja.

Álĺıtás ↔∗ ekvivalencia reláció.

Termek (Fák). Legyen Σ rangolt ábécé és Y hal-

maz tetszőleges. A ΣY -termek TΣ(Y ) halmaza a

legszűkebb U halmaz:

(i) Σ0 ∪ Y ⊆ U ,

(ii) f(t1, . . . , tm) ∈ U , ahol f ∈ Σm with m ≥ 1,

t1, . . . , tm ∈ U .

TΣ(∅) az alaptermek halmaza, röviden TΣ jelöli.



Faautomaták. A = (A,Σ, R) faautomata, ahol az

A állapothalmaz nulla rangú szimbólumokból áll, Σ

az input rangolt ábécé.

R szabályok halmaza. A szabályok alakja

f(a1, . . . , am) → a (1)

ahol f ∈ Σm, m ≥ 0, a1, . . . , am, a ∈ A.

∀ p, q ∈ TΣ: p→A q ⇐⇒ ∃ (1) szabály: p-ből úgy

kapjuk meg q-t hogy az f(a1, . . . , am) bal oldal valamely

p fabeli előfordulását az a jobb oldallal helyetteśıtjük.

Az a ∈ A állapot elérhető ha ∃t ∈ TΣ : t→∗
A
a. El

tudjuk dönteni hogy egy állapot elérhető-e. A össze-

függő ha minden állapota elérhető.

A determinisztikus ha ∀f ∈ Σm, m ≥ 0, a1, . . . , am ∈

A: legfeljebb egy szabály van f(a1, . . . , am) bal oldal-

lal.

Dauchet és társai bevezették az alap fatranszformátor

fogalmát. Az (A,B) alap fatranszformátor az A és B

automatákból álló rendezett pár. Az indukált transz-

formáció τ(A,B) olyan (p, q) fapárokból áll amelyeket

A és B közös s fára ı́r át:

τ(A,B) = { (p, q) ∈ TΣ × TΣ | ∃s : p
∗
→
A

s, q
∗
→
B

s }



Tétel. Az alap fatranszformációk osztálya tartal-

mazza az alap termát́ıró rendszerek által kiszámolt

relációk reflex́ıv, tranzit́ıv lezártjait.

Azt a speciális esetet tekintjük, amikor A = B. Az

(A,A) alap fatranszformátor által indukált τ(A,A)

alap fatranszformációt π(A) jelöli.

π(A) = { (p, q) ∈ TΣ × TΣ | ∃s ∈ TΣ∪A : p
∗
→
A

s, q
∗
→
A

s }.

Defińıció π(A) az A faautomata által indukált fa-

transzformáció.

Példa. Tekintsük az A faautomatát, Σ = Σ1 ∪ Σ0,

Σ1 = { f }, Σ0 = {# }, A = {0,1 }, szabályok: # →
0, f(0) → 1.

f(f(f(#)))→A f(f(f(0)))→A f(f(1))→A f(0)

f(#)→A f(0).

Tehát (f(f(f(#))), f(#)) ∈ π(A).

π(A) = { (fk(#), fm(#)) | k −m páros }.

Tétel A determinisztikus faautomaták által indukált

alap fatranszformációk osztálya megegyezik az alap

termát́ıró rendszerek által kiszámolt relációk reflex́ıv,

szimmetrikus, tranzit́ıv lezártjainak osztályával. (Fü-

löp és Vágvölgyi)



Tétel A determinisztikus faautomaták által indukált

alap fatranszformációk osztálya valódi részosztálya

a faautomaták által indukált alap fatranszformációk

osztályának. (Fülöp és Vágvölgyi)

Példa. Tekintsük az A faautomatát. Σ = Σ0 =

{ f, g, h }, A = { a, b, c }, A szabályai: f → a, f → b,

g → b, g → c, h → c.

π(A) = { (f, f), (f, g), (g, f), (g, g), (g, h), (h, g), (h, h) }.

Álĺıtás Nincsen olyan B determinisztikus faautomata

hogy π(A) = π(B).

Legyen B determinisztikus faautomata úgy hogy

π(A) ⊆ π(B).

(f, g) ∈ π(B) =⇒ f → d és g → d B szabályai ahol

d ∈ B.

(g, h) ∈ π(B) =⇒ h → d B szabálya =⇒ (f, h) ∈ π(B)

=⇒ π(A) ⊂ π(B).



Defińıció Megszoŕıtjuk a Σ ∪ A-term algebra feletti

↔∗
A

kongruencia relációt a Σ feletti alaptermekre:

θ(A) = ↔∗
A
∩TΣ × TΣ.

Álĺıtás Minden A faautomata esetén

• θ(A) kongruencia a Σ-term algebra felett.

• π(A) ⊆ θ(A).

Álĺıtás Minden A determinisztikus faautomata esetén

θ(A) = π(A).

Példa Tekintsük az A faautomatát, Σ = Σ0 = { f, g, h },

A = { a, b }, a szabályok: f → a, g → a, g → b, h → b.

A összefüggő.

θ(A) = { (f, f), (f, g), (f, h), (g, f), (g, g), (g, h),

(h, f), (h, g), (h, h) } ,

π(A) = { (f, f), (f, g), (g, f), (g, g), (g, h), (h, g), (h, h) }.

Tetszőleges A, B faautomatákra eldönthető hogy

π(A) ⊆ π(B) teljesül-e. (Dauchet és társai)



Tétel. Tetszőleges R alap termát́ıró rendszerre meg-

konstruálhatunk olyan A determinisztikus faautomatát

hogy ↔∗
R = θ(A) = π(A). (Fülöp és Vágvölgyi)

Defińıció η ⊆ A × A ekvivalencia reláció kongruencia

az A faautomatán ha

f(a1, . . . , am) → a, f(b1, . . . , bm) → b és ajηbj, 1 ≤ j ≤

m, =⇒ aηb.

Legyen η kongruencia A faautomatán.

A/η = (A/η,Σ, R/η) az η szerinti faktorautomata

A/η = { [a]η | a ∈ A },

R/η szabályai:

f([a1]η, . . . , [am]η) → [a]η ⇐⇒ f(a1, . . . , am) → a ∈ A.

Tétel. A/η determinisztikus faautomata.

Fő faktor faautomata Legyen A faautomata. ρ ⊆

A× A determinizáló reláció defińıciója:

ρi ⊆ A× A, i ≥ 0,



ρ0 = { (a, a) | a ∈ A }.

∀i ≥ 1: ρ+i−1 ⊆ ρi. Ha f(a1, . . . , am) → a, f(b1, . . . , bm) →

b és ajρi−1bj, 1 ≤ j ≤ m, akkor (a, b) ∈ ρi.

ρ0 ⊆ ρ1 ⊆ ρ2 ⊆ · · · , ρi reflex́ıv és szimmetrikus, i ≥ 0.

ρi ⊆ ↔∗
A∩A×A, i ≥ 0.

∃ legkisebb k: ρk = ρk+1.

Akkor ρk = ρk+1 = ρk+2 = · · ·.

Legyen ρ = ρk. ρ az A determinizáló relációja.

Tétel. ρ tulajdonságai:

ρ megkonstruálható,

ρ ekvivalencia reláció A-n,

ρ az A faautomata kongruencia relációja,

ρ ⊆ ↔∗
A
∩A× A.

Defińıció A/ρ faktor faautomatát A fő faktor au-

tomatájának h́ıvjuk.



Példa. Tekintsük az A faautomatát, Σ = Σ1 ∪ Σ0,

Σ1 = { f, g }, Σ0 = {# }, A = { a, b }, szabályok:

# → a, # → b, f(a) → a, f(b) → b.

ρ0 = { (a, a), (b, b) },

ρ1 = { (a, a), (a, b), (b, a), (b, b) }, ρ1 = ρ2,

ρ = ρ1 = { (a, a), (a, b), (b, a), (b, b) }. A/ρ egyetlen el-

eme { a, b }. A/ρ szabályai: # → { a, b }, f({ a, b }) →

{ a, b }.

π(A/ρ) = θ(A/ρ) = TΣ × TΣ.



Példa. Tekintsük az A faautomatát, Σ = Σ1 ∪ Σ0,

Σ1 = { f }, Σ0 = {# }, A = {0,$,1,2 }, szabályok:

# → 0, f(0) → $, f(0) → 1, f($) → 0, f(1) → 2,

f(2) → 0,

ρ0 = { (0,0), ($,$), (1,1), (2,2) }.

ρ1 = ρ0 ∪ { ($,1), (1,$) },

ρ2 = { (0,0), ($,$), (1,1), (2,2), ($,1), (1,$),

(0,2), (2,0) },

ρ3 = { (0,0), ($,$), (1,1), (2,2), ($,1), (1,$),

(0,2), (2,0), (1,0), (0,1) },

ρ4 = A× A, ρ5 = ρ4, ρ = ρ4 = A×A.

A/ρ egyetlen eleme {0,$,1,2 }. A/ρ szabályai:

# → {0,$,1,2 },

f({0,$,1,2 }) → {0,$,1,2 }.

π(A/ρ) = θ(A/ρ) = TΣ × TΣ.



Tétel. Minden A faautomatára

• A/ρ determinisztikus és megkonstruálható, és

• θ(A) = θ(A/ρ).



Fő eredmények

Speciális eset, feltesszük hogy A összefüggő.

Tétel • Minden A összefüggő faautomatára (i), (ii)

és (iii) ekvivalensek.

(i) π(A) = π(A/ρ).

(ii) ∃ B determinisztikus faautomata hogy π(A) =

π(B).

(iii) θ(A) = π(A).

• Eldönthető hogy a fenti (i), (ii), (iii) tulajdonságok

teljesülnek-e.



Általános eset, nem tesszük fel, hogy A összefüggő.

Tétel • Minden A faautomatára (i) és (ii) ekvivalensek.

• Minden A faautomatára eldönthető hogy az (i),

(ii), (iii) tulajdonságok teljesülnek-e.

(i) π(A) = π(A/ρ).

(ii) ∃ B determinisztikus faautomata hogy π(A) =

π(B).

(iii) θ(A) = π(A).
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