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Relaciok Legyen —-C S x S relacio S felett.

a — b -t irunk (a,b) € — helyett.

T a — tranzitiv lezartja,

—* a — reflexiv, tranzitiv lezartja,

—* a — reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv lezartja.
Allitas «<* ekvivalencia relacio.

Termek (Fak). Legyen X rangolt abécé és Y hal-
maz tetszbleges. A XY-termek Ts-(Y) halmaza a
legszikebb U halmaz:

(i) ZoUY CU,

(i) f(t1,...,tm) € U, ahol f € >, with m > 1,
tl,,tmEU

Ts-(0) az alaptermek halmaza, roviden Ts jelOli.



Faautomatak. A = (A,>, R) faautomata, ahol az
A allapothalmaz nulla rangud szimbolumokbdl all,
az input rangolt abécé.

R szabalyok halmaza. A szabalyok alakja

flai,...,am) = a (1)
ahol fe>y;, m>0, ay,...,am,a € A.

V p,qg € Tx: p—aq <= 3 (1) szabaly: p-bdl ugy
kapjuk meg ¢-t hogy az f(aq,...,am) bal oldal valamely
p fabeli eld6fordulasat az a jobb oldallal helyettesitjuk.

Az a € A allapot elérhetbé ha dt € Ty t—>2a. El
tudjuk donteni hogy egy allapot elérhetb-e. A Ossze-
fuggd ha minden allapota elérhetd.

A determinisztikus ha Vf € >, m > 0, a1,...,am €
A: legfeljebb egy szabaly van f(aq,...,am) bal oldal-
lal.

Dauchet és tarsai bevezették az alap fatranszformator
fogalmat. Az (A,B) alap fatranszformator az A és B

automatakbodl allo rendezett par. Az indukalt transz-

formacio 7(A,B) olyan (p, q) faparokbdl all amelyeket

A és B kdzds s fara ir at:

T(A,B) ={(p,q) € Tx x Tx | HSipis, q%S}



Tétel. Az alap fatranszformaciok osztalya tartal-
Mmazza az alap termatird rendszerek altal kiszamolt
relaciok reflexiv, tranzitiv lezartjait.

Azt a specialis esetet tekintjuk, amikor A = B. Az
(A,A) alap fatranszformator altal indukalt 7(A,A)
alap fatranszformaciot «(A) jeldli.

m(A) ={(p,q) € Ty X Ty | EISETZUA:pis, qiﬂs}.

Definicio n(A) az A faautomata altal indukalt fa-
transzformacio.

Példa. Tekintsuk az A faautomatat, > = 371 U X,
S1=Af} Zo={#}, A={0,1}, szabalyok: # —
0, f(0) — 1.

FUGEFE))) =a FUF(F(0))) —a f(F(1)) —a f(O)
f(#) —a f(0).

Tehat (f(f(f(#))), f(#F)) € 7(A).

w(A) = { (f*(#), f™(#)) | k —m paros }.

Tétel A determinisztikus faautomatak altal indukalt
alap fatranszformaciok osztalya megegyezik az alap
termatird rendszerek altal kiszamolt relaciok reflexiv,
szimmetrikus, tranzitiv lezartjainak osztalyaval. (Fu-
10p és Vagvolgyi)



Tétel A determinisztikus faautomatak altal indukalt
alap fatranszformaciok osztalya valodi részosztalya
a faautomatak altal indukalt alap fatranszformaciok
osztalyanak. (Filop és Vagvolgyi)

Példa. Tekintsuk az A faautomatat. > = > =

{f,9,h}, A= {a,b,c}, A szabadlyai: f — a, f — b,
g—b,g—c h—c.

w(A) ={(f, ), (f,9),(9,f),(g,9),(g,h),(h,g),(h,h) }.

Allitas Nincsen olyan B determinisztikus faautomata
hogy n(A) = n(B).

Legyen B determinisztikus faautomata ugy hogy
7w(A) C w(B).

(f,g) € 1(B) = f — d és g — d B szabalyai ahol
d e B.

(g,h) € 7(B) = h — d B szabalya = (f,h) € n(B)
— w(A) C n(B).



Definicio Megszoritjuk a > U A-term algebra feletti
<—>Z kongruencia relaciot a > feletti alaptermekre:
0(A) = <—>Z NIy X Ts .

Allitas Minden A faautomata esetén

e H(A) kongruencia a >-term algebra felett.

o 7(A) CH(A).

Allitas Minden A determinisztikus faautomata esetén
0(A) = n(A).

Példa Tekintslik az A faautomatat, X =>g={f,9,h}
A=1{a,b}, a szabalyok: f —a, g —>a, g—0b, h —>b.

A Osszefuggb.

0(A) ={(f, 1) (f,9),(f,h), (g, 1) (9,9), (g, h),
(h, f),(h,g), (h;h) }

w(A) ={(f, f),(f,9),(9,f),(g,9),(g,h),(h,g),(h,h)}.

Tetszb6leges A, B faautomatakra elddnthet6 hogy
w(A) C w(B) teljesiil-e. (Dauchet és tarsai)



Tétel. TetszbOleges R alap termatird rendszerre meg-
konstrualhatunk olyan A determinisztikus faautomatat
hogy <% = 0(A) = n(A). (FUlop és Vagvolgyi)

Definicio n € A x A ekvivalencia relacio kongruencia
az A faautomatan ha

fla1,...,am) = a, f(b1,...,bm) = b€ amnb;, 1 <j <
m, == anb.

Legyen n kongruencia A faautomatan.
A/n=(A/n,X,R/n) az n szerinti faktorautomata
A/n={lalylaec A},

R/n szabalyai:

f(ailn, ..., lamly) = lalyn <= f(a1,...,am) = a € A.
Tétel. A/n determinisztikus faautomata.

FO faktor faautomata Legyen A faautomata. p C
A x A determinizalo relacio definicidja:

IOZCAXA,’LZO,



po ={(a,a)[ac A}

Vi > 1: pi—tl C p;- Ha f(a1,...,am) — a, f(by,...,bm) —
b és ajp;—1b;, 1 < j <m, akkor (a,b) € p;.

po € p1 C po C ..., p; reflexiv és szimmetrikus, ¢ > 0.

3 legkisebb k: pr = pg4-1-

AKKOr pi = P41 = P42 = -

Legyen p = pi.. p az A determinizalo relacigja.
Tétel. p tulajdonsagai:

p megkonstrualhato,

p ekvivalencia relacio A-n,

p az A faautomata kongruencia relacidja,

pC <R NAXA.

Definicio A/p faktor faautomatat A f6 faktor au-
tomatajanak hivjuk.



Példa. Tekintsuk az A faautomatat, > = 31 U X,
>1 =A{f,9}, X0 = {#}, A = {a,b}, szabalyok:
# —a, # —0b, f(a) = a, f(b) —0b.

po = {(a,a),(b,b) },

Pl — {(CL, CL), (a'a b)7 (b7 CL), (b7 b) }1 P1 — P2,
p=p1=1{(a,a),(a,b),(b,a),(bb)}. A/p egyetlen el-
eme {a,b}. A/p szabalyai: # — {a,b}, f({a,b}) —
{a,b}.

m(A/p) =0(A/p) =Ty x Tx.



Példa. Tekintsiik az A faautomatat, X = X1 U X,
S1={f}, So={#}, A=1{0,%,1,2}, szabalyok:
# — 0, f(0) = %, f(O) =1, f($) = 0, f(1) — 2,
f(2) =0,

po = {(0,0),(%$,$),(1,1),(2,2) }.
p1=poU{($,1),(1,%)}

p2 ={(0,0),(%,%$),(1,1),(2,2),($,1),(1,9%),
(0,2),(2,0) },

p3 =1{(0,0),($,%$),(1,1),(2,2),(3,1), (1, %),
(0,2),(2,0),(1,0),(0,1) },

pe = AXA, p5g=pa, p=ps=AXxXA.

A/p egyetlen eleme {0,%$,1,2}. A/p szabdlyai:

# —{0,%,1,2},

f({0,%,1,2}) = {0,%,1,2}.

m(A/p) =0(A/p) =Tx X Tx.



Tétel. Minden A faautomatara
e A/p determinisztikus és megkonstrualhato, és

e 0(A) =0(A/p).



FO eredmények
Specialis eset, feltesszuk hogy A 0sszefuggd.

Tétel ¢ Minden A Osszefiiggd faautomatara (i), (ii)
és (iii) ekvivalensek.

(i) w(A) = 7(A/p).

(i) 3 B determinisztikus faautomata hogy n(A) =
m(B).

(iii) 0(A) = 7 (A).

e EldOnthetd hogy a fenti (i), (ii), (iii) tulajdonsagok
teljesulnek-e.



Altalanos eset, nem tessziik fel, hogy A 6sszefliggd.
Tétel e Minden A faautomatara (i) és (ii) ekvivalensek.

e Minden A faautomatara eldonthetdé hogy az (i),
(ii), (iii) tulajdonsagok teljesiilnek-e.

(i) w(A) = 7(A/p).

(i) 3 B determinisztikus faautomata hogy n(A) =
m(B).

(iii) (A) = 7 (A).
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